Granica i ciggtos¢ funkcji wielu zmiennych

Anna Bahyrycz

Definicja 1
Przestrzen wektorowa R™ z iloczynem skalarnym x oy i norma
||| = /x ox nazywamy n-wymiarowa przestrzenia euklidesowa .

Uwaga 1

Norma euklidesowa || - ||, jak kazda norma, zadaje metryke

d(z,y) = ||lz -yl = Z;(wi -¥i)?,
czyli funkcje d : R™ x R"™ — [0, +00) spefniajaca warunki:
1 d(z,y)=0<=x =y,
2. d(z,y) =d(y,z),
3. d(z,y) <d(z,z) +d(z,y).
Zatem przestrzen euklidesowa jest przestrzenia metryczna.

Przestrzenie euklidesowe

Dla kazdej liczby naturalnej n oznaczmy przez R" zbiér wszystkich
uporzadkowanych ciagdw sktadajacych sie z n liczb rzeczywistych
x=(x1,...,2p).

Liczby z1,...,x, nazywamy wspoétrzednymi elementu .

Elementy zbioru R™ nazywamy wektorami (lub punktami).

Dla = (x1,...,2n), y=(y1,...,yn) €R™ i aeR okreslamy dziatania:

z+y=(T1+Y1, T +Yn) €ER™ i a-x:=(azy,...,0n,)cR".

Zbiér R™ z takimi dziataniami jest przestrzenia wektorowa nad R.
W przestrzeni R™ wprowadzamy iloczyn skalarny wektoréw x,y € R™ :

n
i=1
oraz odwzorowanie || - || : R™ - [0, +o0) zdefiniowane nastepujaco

n
]| = Vaox = \’ DI
i=1

nazywane norma euklidesowy.

Zbiory w przestrzeni euklidesowe]

Definicja 2

Kula (otwarta) o srodku a (a € R™) i promieniu r (r >0) nazywamy
zbicr K(a,r)={xeR":d(z,a) <r}.

Definicja 3

Otoczeniem punktu a € R™ nazywamy kazda kule o srodku a i dowolnym
promieniu r i oznaczamy U(a,r).

Definicja 4
Sasiedztwem punktu a € R™ nazywamy kazda kule o Srodku a i
dowolnym promieniu r bez srodka i oznaczamy S(a,r).



Definicja b

Méwimy, ze punkt x € R™ jest punktem wewnetrznym zbioru A, jesli
istnieje takie otoczenie punktu a, ktére jest zawarte w zbiorze A.
Zbidr wszystkich punktéw wewnetrznych zbioru nazywamy wnetrzem
zbioru.

Definicja 6
Zbiér nazywamy zbiorem otwartym, jezeli kazdy punkt tego zbioru jest
jego punktem wewnetrznym.

Definicja 7

Punkt x € R™ (nalezacy lub nie nalezacy do zbioru A) nazywamy
punktem skupienia zbioru A, jezeli kazde otoczenie punktu x zawiera co
najmniej jeden element zbioru A rézny od x.

Definicja 8
Zbiér nazywamy zbiorem domknietym, jezeli zawiera wszystkie swoje
punkty skupienia.

Definicja 13
i ) _ (k) (k) (k) n .
Méwimy, ze ciag (xx), xr = (xy , T3 ',...,Zn ) € R™, jest zbiezny do
o = (xgo),xgo), ... 7:105?)) e R", co oznaczamy
klirfloo Tk = Zo0,
jesli

lim d(xg,zo) = 0.
k—+o0

Twierdzenie 1
Jesli xy, = ($§k),xék), ... ,x%k)) eR™ | ¢ = (zio),xéo), ... ,x%o)) eR", to

lim x =x¢ wtedy i tylko wtedy, gdy klim ™ = w;o) dlai=1,....n
—+00

k—+o00 v

(czyli ciag xy, jest zbiezny do xo wtedy i tylko wtedy, gdy jest zbiezny po
wszystkich swoich wspétrzednych).

Definicja 9

Brzegiem zbioru A nazywamy te wszystkie punkty przestrzeni R™
(nalezace lub nie nalezace do zbioru A zwane punktami brzegowymi), w
ktérych kazdym otoczeniu znajduje sie zaréwno punkt nalezacy jak i nie
nalezacy do zbioru A.

Definicja 10
Zbiér nazywamy zbiorem ograniczonym, jezeli zawiera sie w pewnej kuli.
Definicja 11

Zbiér otwarty nazywamy obszarem, jezeli nie da sie przedstawic jako
suma mnogosciowa dwéch zbioréw otwartych, niepustych i roztacznych.

Definicja 12
Obszarem domknietym nazywamy sume mnogosciowg obszaru oraz jego
brzegu.

Przyktad 1
Zbadac czy podane ciagi sa zbiezne (dla ciagéw zbieznych wyznaczyé
granice)

L (va(eg) )
limy, e ¥n=1,

i (1 2)" =l (145)%) =%
2n

n-1_ %
. 5i . 1 .
limy, 0o # = limy, 00 o8N = 0,

lim;, 00

L. C 5 2 i
Zatem ciag jest zbiezny i lim ( i, (1+=)", —nl, S
n’ 'n-

n—o0

2. (2,(—1)”,nsin%)
Poniewaz ciag (-1)" nie ma granicy,
wiec cigg (2, (-1)™, nsin %) nie jest zbiezny.

) = (1,¢%2,0).



Definicja 14 (Granica w sensie Cauchy’ego)

Niech f: DcR™ - R i xy bedzie punktem skupienia zbioru D.
Méwimy, ze f ma granice w xq réwna g € R, co oznaczamy

lim f(z) =g,

T—T0

Jesli dla kazdego € > 0 istnieje § > 0 taka, ze dla kazdego x € D zachodzi
implikacja
T € S(an(s) = f($) € K(Q,E),

czyli réwnowaznie

0<d(zg,z)<d=|f(x)-g|<e.

Definicja 15 (Granica w sensie Heinego)

Niech f : D cR™ - R | xg bedzie punktem skupienia zbioru D.
Méwimy, ze f ma granice w xy réwna g € R, co oznaczamy

lim f(z) =g,
=T

Jesli dla kazdego ciagu (xy) zachodzi implikacja
(xk eDAxp+#xg dlakeN /\klim Tk = Tg ) :>k1im flzy) =g.
—+00 —+00

Definicja 16
Niech D c R™ | xg € D bedzie punktem skupienia zbioru D oraz A c D.
Méwimy, ze funkcgja f: D — R jest ciagfa w punkcie xq jezeli

lim () = f(x0),

(tzn. funkcja f ma w punkcie xo granice réwng wartosci).
Méwimy, ze funkcja [ jest ciagta w zbiorze A jezeli jest ciggta w kazdym
punkcie zbioru A.

Uwaga 2
Definicje granicy funkcji w sensie Cauchy’ego i w sensie Heinego sa
réwnowazne.

Funkcje dwéch zmiennych

Uwaga 3
Z Twierdzenia 1 dla n =2 otrzymujemy, ze ciag (ay,by) jest zbiezny w
R? do punktu (ag,by) wtedy i tylko wtedy, gdy

lim ap =ag oraz lim by = by.

k—+oo k—+o00

Funkcje f(z,y) dwdch zmiennych okreslamy najczesciej za pomoca
jednego lub kilku wzoréw.
Wykresem funkcji dwéch zmiennych f: D — R, D c R? nazywamy zbiér

{(z,9,2) €R®: (z,9) e Dz = f(x,y)}.



Ptaszczyzna

Wykresem funkcji
z=Ax+ By+C

jest ptaszczyzna o wektorze normalnym n = (A, B,-1) przechodza przez
(0,0,0).

L 4

Stozek obrotowy
Wykresem funkgji
z=kVz2+y2?, k=+0

jest stozek obrotowy tj. powierzchnia powstata z obrotu krzywe;j
z = k|z| wokét osi 0z.

Paraboloida obrotowa
Wykresem funkgji
z=a(z®+y?), a#0

jest paraboloida obrotowa tj. powierzchnia powstata z obrotu paraboli
z = ax? wokét osi 0z.

Pétsfera
Wykresem funkcji

z=+\/R?-22-y?

jest gdrna (+) lub dolna (-) pétsfera o srodku w punkcie (0,0,0) i
promieniu R.




Powierzchnia walcowa
Wykresem funkgcji
z=g(x) lub h=g(y)

jest powierzchnia walcowa powstata z przesuniecia

wykresu funkgji z = g(x) dla y = 0 réwnolegle do osi 0Y lub
wykresu funkcji h = g(y) dla = = 0 réwnolegle do osi 0X.

Przyktad 2
Zbadac z definicji Heinego istnienie granicy funkcji
x2y .
f(z,y) = ——— wpunkcie (xo,y0) = (0,0).
22 +y

Df = RQ N {(0,0)}
Niech (x,,yn) bedzie dowolnym ciagiem takim, Ze

liIEl (n,yn) =(0,0) i (zn,yn) #(0,0) dla neN.
n—+oo

Wéwczas

2
TnlYn . Tn

lim f(z,,yn)= lim = lim y =0
n—+oo

n
n—+oo .’E% + y% n—>+oo ,’L‘% =+ y,’%

Zatem )
lim Yy =
(z.9)~(0,0) 22 +y?

Uwaga 4 (Granica i ciggtos¢ funkcji dwdch zmiennych)

Niech f: D - R i DcR? oraz (x,y0) bedzie punktem skupienia
zbioru D.

Z Definicji 14 (granicy w sensie Cauchy’ego) dla n = 2 wynika, ze funkcja
f ma granice w punkcie (xo,y0) réwna g € R, co oznaczamy

lim x,y) =g,
(fv7y)—>(wo7yo)f( v)=9

jesli dla kazdego € > 0 istnieje § > 0 taka, ze dla kazdego x € D zachodzi
implikacja

0<\/(z-20)%+(y-y0)2 <6 = |f(a,y) ~ g| <e.

Z Definicji 15 (granicy w sensie Heinego) dla n = 2 wynika, ze

lim x,y) =g,
(ﬂlvy)—’(ﬂlmyo)f( y) g

Jjesli dla kazdego ciagu (x,yx) zachodzi implikacja
[(k,yx) € D A (21, yx) # (20,y0) dlakeN A kEIElm($k,yk) = (z0,%0) ]

= lim f(zp,yx) =g
k—+o00

Przyktad 3

Zbadac z definicji Heinego istnienie granicy funkcji
flzy) = % w punkcie (0,0). Dy =R\ {(0,0)}.
2 +y

Niech (xn,yn) = (%,0) oraz (a},y,)=(%,2), oczywiscie

n’n

lim (,9,) = lim_ (%,0) =(0,0) i (%0) #(0,0) dla neN,

n—
11 11
. PN LA (L1
nl_llfloo(xnayn)_nl_l)gloo (’I’L7TL) (070) / (n’n)i(O’O) dla ’I’LEN.
Woéwczas 0
nl_lgloof(xmyn) = nI—I}PoQ (l)g =0,

1
lim f(x;l,y;) = lim Y32 .32~ 5"
n—+oo n—+oo (l) + (%) 2

Zatem badana granica nie istnieje.



Twierdzenie 2 (O arytmetyce granic funkgji)
Jezeli (xg,%0) € R?, D c R? oraz funkcje f,g: D - R maja skoriczone
granice lim g ) (zo.40) f (@, y) =a i UMy 4y (0,40) 9(T,4) =0, to
Lo lim(g gy (20,40) (f +9)(z,y) =a+0,
2. WMy gy (o.0) (f —9) (2, y) =a -,
3. Mg ) (o.0) (f - 9)(2,y) =a- b,
4. i )= (z0,y0) g(a:,y) =7,0ileb=0,
5. limg ) (20,50) ¢f (2, y) = ca, dla c e R.

Uwaga 6

Weszystkie sposoby, ktére stosowalismy do liczenia granicy funkcji jednej
zmiennej (za wyjatkiem reguty de I'Hospitala) mozemy stosowac do
liczenia granicy funkcji dwéch zmiennych.

Twierdzenie 3 (O granicy funkgji ztozonej)

Jezeli funkcje p,q i f oraz py,qo,g € R spetniaja warunki:
Lo lmg ) (20,40) P(T:Y) =P i 1Mz ) (20,40) 1(25 Y) = Qo
2. (p(x,9),a(x,y)) # (po,q0) dla kazdego (x,y) € S(x0,Y0),
3. m(p,)-(po,q0) F(P,0) = 9,

to
im  f(p(z,y),q(z,9)) = g.

(z,9)~(z0,90)

Uwaga 5

W Twierdzeniach 2 i 3 dopuszczalne sa takze granice niewtasciwe, o ile
odpowiednie dziatania z takimi symbolami sa oznaczone.

Uwaga 7

Niech f: Dy - R, Dy c R? j (x0,y0) bedzie punktem skupienia zbioru
Dy.

W punkcie (xo,y0) mozemy badac granice funkgji f.

Do punktu (xo,yo) mozna zmierzac po dowolnej krzywej koriczacej sie w
tym punkcie.

> Jezeli dla kazdej drogi istnieje granica funkcji f i jest zawsze taka
sama (= g), to wtedy funkcja f ma granice w punkcie (zo,yo).

> Jezeli dla dwéch réznych drég wartosci granic sa rézne, to funkcja f
nie ma granicy w punkcie (o, yo).



Uwaga 8

Jezeli wprowadzimy wspétrzedne biegunowe

)

r—Tyg = pPCcosy
Yy-yo = psing

to zauwazmy, ze

p=0
(z,9) > (z0.0) = { @ — dowolne, moze si¢ zmienia¢

Przyktad 5

Korzystajac z zamiany zmiennych na wspétrzedne biegunowe pokazaé, ze
nie istnieje granica funkcji

T .
f(z,y) = — Y 5 W punkcie (xo,y0) = (0,0).
2 +y

Dy = R2Z {(0,0)}.
Wbwczas

. TY . pcosppsing . . .
1 L S PR i il ik | -
(w,y)lE%0,0) o /)1_{1(1) o pliI(l) cos psin @ = cos @ sin @,

granica ta nie istnieje, bo jej wartos¢ zalezy od v, a wiec od drogi.

Wréémy do Przykfadu 2 i 3.

Jezeli badamy granice funkcji wymiernej (iloraz dwéch wielomianéw) w
punkcie (0,0) i po wstawieniu w miejsce z i y zera otrzymujemy symbol
nieoznaczony, to warto sprébowac wprowadzi¢ wspétrzedne biegunowe.

Przyktad 4

Korzystajac z zamiany zmiennych na wspétrzedne biegunowe pokazaé, ze
istnieje granica funkcji

2
xX .
f(may) =3 v D) w punkCle (x()vyo) = (070)
xTe+y

Dy =R2~ {(0,0)}.

Wéwczas
im wziyzlim Mw: lim p cos® psin g = 0.
(z.9)—(0,0) 22 +y2  p=0 p? p—0
Zatem )
lim % =
(z,9)—>(0,0) == +y
Uwaga 9

Gdyby w Przyktadzie 4 nie byto polecenia, ze mamy uzy¢ wspétrzednych
biegunowych to granice ta moglibysmy wyznaczy¢ inaczej, na przyktad
tak

lim 'y = lim Y- i =0
(9)=(0,0) 2 +y?  (z)>(00) ° 2% +y?
lub )
lim ry . lim T S 0.

(2.0)=(0,0) 22+ 32  (2,)>(0,0) 22 +y2
Poniewaz (|a| - |b])? > 0, wiec a® - 2|al|b| +b* >0, a stad
a® +b% > 2|allb], czyli

2lal[b]
a? +b?

<1 dla a* +b* %0, (*)

co oznacza, ze wyrazenie ———— dla 2 +y? £ 0 jest ograniczone.
2 +y



Przyktad 6
Zbadac istnienie granicy funkgji (o ile istnieje ja wyznaczyc)
2

f(zy) = =2~ wpunkcie (0,0). Dj=R>~{(0,0)}.
rr+y

Sposéb 1.

2 202
f y2 = lim 2% (ppbln'<p2 = lim p T
(zy)—(0,0) T2 +y?  p=0 plcostp + p2sin®p =0 p2costyp + sin”p

cos? © sing

0 dla sinp=#0
0 dla sinp=0 |,
?7 dla sinp—0

Dobierzmy krzywa, tak aby sinp — 0, a w mianowniku zredukowafta sie
suma z* +y2. Niech y= 2%, wtedy badana granica wyniesie:
1

lim = .
o20 274 2

Badana granica nie istnieje poniewaz znalezlismy droge (zobacz Uwaga
7), dla ktdrej wartos¢ granicy jest rézna od wartosci granicy dla innych
drog.

Przyktad 7

Zbadac istnienie granicy funkgcji (o ile istnieje ja wyznaczyc)

flx,y) = ’y w punkcie (0,0). Dy =R>~\{(0,0)}.

xt + y?
Woéwczas
3 3 3 . 0 dla sinp#0
433 y2 = lim 4'0 0408 @pzln'(Pz =4 0 dla sinp=0 |,
(2,9)—~(0,0) = +Y p=0 pcost + pPsin” ?7 dla sinp -0

2

Gdy zmierzamy po krzywej y = x*, to badana granica wyniesie:

5

hII(l) Sy 0 - to nie jest kontrprzyktad, wiec granica badana moze istniec.
T—> €T

Sprébujmy oszacowac nasza funkcje

Os‘ vy ‘:‘ 20y g‘s%rj)O (zobacz (*)).

I R PO S

Badana granica istnieje i wynosi 0.

Przyktad 6 c.d.

Zbada¢ istnienie granicy funkgji

$2y

x4 +y?

f(xvy):

w punkcie (0,0). Dj;=R*~{(0,0)}.

Sposéb II.
Niech (zn,yn) = (%,O) oraz (a},,y,) = (2, #) , oczywiscie

lm (zn,y,) = lim (%,0):(0,0) i (%,0);&(0,0) dla neN,

n—+o0o n—+oo

lim (z),,y.) = lim (l i):(o,O) i (1, ! )¢(0,0) dla neN.

n—+oo n—»+oo n’nQ n n2
Woéwczas 0
lim f(‘rﬂmyn): lim T:O,
n—+oo n—+oo ——
na
1 1
1
lim f(2!,y. )= lim 22— =—.
n—>+oof( n?yn) n—>+oo 2% 2
n

Zatem badana granica nie istnieje.

Przyktad 8

Zbadac istnienie granicy funkgji (o ile istnieje ja wyznaczyc)

1 -cos(z? +3?)
(22 + 42)2

f(z,y) = w punkcie (0,0).

Dy =R*~{(0,0)}.
Wyznaczenie granicy

1 -cos(z? +y?)
11 2 4 2)2
(z.9)—-(0,0) (22 +y?)

sprowadzimy do znalezienia granicy funkcji jednej zmiennej.
Podstawiajac u:= x> +y*> mamy (x,y) — (0,0) < u — 0,

Zatem rozwazana granica przyjmuje rownowazng postacé

1-cosu

1irr(1) 5 = 1rr(1) 5 5
u— u—
u H u

Badana granica istnieje i wynosi 5.



Uwaga 10

Niech D c R? i (x9,0) € D bedzie punktem skupienia zbioru D.

Z Definicji 16 (ciagtosci funkcji w punkcie) dla n = 2 wynika, ze funkcja
f:D >R jest ciagta w punkcie (xo,yo) jezeli

lim  f(z,y) = f(xo,y0)-
(2,y)~(20,0)

Twierdzenie 4

1. Suma dwéch funkcji ciagtych w punkcie (a,b) jest funkcja ciagta w
(a,b).

2. lloczyn dwéch funkgji ciaggtych w punkcie (a,b) jest funkcja ciagta w
(a,b).

3. lloraz dwéch funkgji ciagtych w punkcie (a,b), takich, ze dzielnik w
tym punkcie jest funkcja rézna od zera, jest funkcja ciagta w (a,b).

4. Jezeli funkcja F(g(x,y)) Jjest okreslona na pewnym otoczeniu
punktu (a,b), funkcja g(x,y) jest ciaggta w punkcie (a,b), a funkcja
F(u) jest ciaggta w punkcie u = g(a,b) to funkcja ztoZzona
F(g(x,y)) Jest ciggta w punkcie (a,b).

Twierdzenie 5 (Weiestrassa)
Niech D c R? bedzie obszarem domknietym i ograniczonym. Wéwczas
jezeli funkcja f: D — R jest ciagta w D to:
1. jest ograniczona,
2. przyjmuje co najmniej raz w zbiorze D wartos¢ najmniejsza i wartosc¢
najwieksza.

Przyktad 9

Wyznaczy¢ zbiér punktéw ciagtosci funkcji:

f(:v,y):{

V1-z22-9y2 dla :c +y <1

dla z?+y*>1
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